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Resumé

Tato práce je soubor osmi původních vědeckých článků, na kterých se autorsky
podílel Daniel Kráľ. Soubor je doplněn krátkým shrnutím hlavních dosažených
výsledků společně s jejich zasazením do současného stavu poznání. Tento soubor
prací byl předložen jako teze k získání titulu „doktor vědÿ udělovaného Akademií
věd České republiky.
Články v souboru tvořícím tuto práci se zabývají aplikacemi kombinatoric-

kých metod v oblasti teoretické informatiky. Tři oblasti takových aplikací jsou
blíže studovány: algebraické odstraňovací lemmata související s tzv. testováním
vlastností, strukturální výsledky o grafech velkého obvodu a algoritmy pro ma-
troidy s rozklady malé šířky.
Grafové odstraňovací lemma a jeho zobecnění jsou jádrem mnoha algoritmů

v nedávno rozvinuté oblasti testování vlastností. Historicky, taková tvrzení byla
odvozována ze Szemerédiho regularity lemmatu nebo některé z jeho variant. Te-
prve nedávno byl nalezen přímý kombinatorický důkaz grafového odstraňovacího
lemmatu. Green, inspirován aplikacemi v důkazech o existenci dlouhých aritme-
tických posloupností v hustých množinách celých čísel, dokázal analogii Szeme-
rédiho regularity lemmatu pro abelovské grupy a odvodil odpovídající odstra-
ňovací lemma. Ve dvou článcích předloženého souboru, podáme kombinatorický
důkaz tohoto odstraňovacího lemmatu, který umožňuje rozšířit tento výsledek i
na neabelovské grupy. Také dokážeme odstraňovací lemma pro systémy rovnic
nad celými čísly v podobě, v jaké bylo vysloveno jako domněnka Greenem. Toto
lemma mimo jiné implikuje Szemerédiho větu o existenci dlouhých aritmetických
posloupností v hustých množinách celých čísel.
Grafy bez krátkých kružnic lokálně připomínají stromy a je přirozené studo-

vat do jaké míry tato podoba způsobuje, že některé jejich vlastnosti odpovídají
stromům. Ve čtyřech článcích předloženého souboru studuje chování takových
grafů vzhledem k barevnosti. Snarky jsou kubické grafy bez mostů, jejichž hrany
nelze obarvit třemi barvami. Pro řadu slavných otevřených problému v teorii
grafů, včetně Cycle Double Cover Conjecture a Berge Fulkerson Conjecture, se
ví, že je stačí dokázat pro snarky. Je známo, že existují snarky libovolně velkého
obvodu (Jaeger a Swart vyslovili domněnku, že takové snarky neexistují), ale my
na druhou stranu dokážeme, že snarky velkého obvodu jsou cirkulárně hranově
skoro tří-obarvitelné. Tento výsledek pak zobecníme na grafy s libovolným maxi-
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málním stupněm. Významným problém v oblasti barevnosti grafů je domněnka
Behzada a Vizinga o totálním barvením grafů, která byla dokázána ve zlomkové
verzi Kilakosem a Reedem. Reed vyslovil domněnku, že zlomková totálná barev-
nost grafů velkého obvodu je asymptoticky rovná triviálnímu dolnímu odhadu
∆ + 1. Jedním z našich výsledků je důkaz této domněnky a jejího zesílení pro
grafy se sudým maximálním stupněm.
Také studujeme, do jaké míry lze přenést známé algoritmy pro omezené třídy

grafů na třídy matroidů. Matroidy jsou kombinatorické struktury, které zobecňují
pojem grafu a pojem lineární nezávislosti vektorů. Je známo, že platí analogie
slavné Courcellovy věty o existenci lineárního algoritmu pro testování grafových
vlastností vyjádřitelných v monadické logice druhého řádu pro třídy grafů ome-
zené stromové šířky pro matroidy reprezentované nad konečnými tělesy s omeze-
nou větvící šířkou. My zavedeme pojem rozkladové šířky, který nám umožní tyto
výsledky rozšířit i na matroidy, které nejsou reprezentované nad konečnými tě-
lesy. Také studujeme rozhodování a hledání reprezentací takových matroidů nad
různými konečnými tělesy.



Summary

This work is a collection of eight research papers (co)authored by Daniel Kráľ
equipped with a short summary of the main results together with introduction
to the state of the art. This collection of the papers has been submitted to fulfil
requirements for obtaining the degree Doctor of Sciences given by the Academy
of Sciences of the Czech Republic.
The papers in the collection deal with applications of combinatorial methods

in theoretical computer science. Three areas of such applications are presented:
algebraic removal lemmas related to property testing, structural results on graphs
with large girth and algorithms for matroids admitting small-width decomposi-
tions.
The Graph Removal Lemma and its generalizations form cores of algorithms

in the recently developed area of property testing. Traditionally, removal lemmas
have been derived from the Szemerédi Regularity Lemma or one of its variants.
Only recently, a direct proof of the Graph Removal Lemma has been obtai-
ned. Green, inspired by applications in proofs of the existence of long arithmetic
progressions in dense subsets of integers, developed a version of the Szemerédi
Regularity Lemma for abelian groups and obtained an analogue of the Graph Re-
moval Lemma for such groups. In two of the papers in the collection, we provide
a combinatorial proof of his analogue of the Graph Removal Lemma which allows
us to extend the result to all groups and we prove a statement of the removal
lemma for systems of equations over integers in the form conjectured by Green.
This lemma, in particular, implies Szemerédi theorem on the existence of long
arithmetic progressions in dense subsets of integers.
Graphs with no cycles of short length locally resemble trees and it is natural to

ask to which extent this resemblances causes their behavior to be similar to that
of trees. In four of the papers in the collection, we study behavior of such graphs
with respect to coloring parameters. Snarks are cubic bridgeless graphs that do
not admit a coloring of their edges with three colors. Several important conjecture
in the area of structural graph theory, such as Cycle Double Cover Conjecture
or Berge Fulkerson Conjecture, are known to be enough to be proved for snarks.
It is also known that there exist snarks of arbitrary large girth (contrary to the
conjecture of Jaeger and Swart assuming that they do not exist) but we prove
that snarks with large girth are circullarly almost three-edge-colorable. We also
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establish an analogue of this result for graphs with arbitrary maximum degree. An
important problem in the area of graph colorings is the Total Coloring Conjecture
of Behzad and Vizing which has been proved in the fractional version by Kilakos
and Reed. Reed conjectured that the fractional total chromatic number of graphs
with large girth assymptotically achieves the trivial lower ∆+1. One of our results
is a proof of this conjecture and its strenghtening for graphs with maximum even
degree.
Finally, we also study the extent to which the known algorithms for restricted

classes of graphs translate to matroids. Matroids are combinatorial structures
that generalize the concept of graphs and the concept of linear independence of
vectors. A celebrated result of Courcelle on linear testablity of monadic second
order logic properties of graphs with bounded tree-width is known to hold for
matroids represented over finite fields with bounded branch-width. We introduce
a notion of the decomposition width of matroids that allows us to further extend
this results to matroid not necessarily representable over finite fields. We also
discuss deciding and computing representations of such matroids over various
finite fields.
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Kapitola 1

Úvod

Předložená doktorská práce je tvořena souborem osmi článků ze tří oblastí teore-
tické informatiky, které patří mezi hlavní obory vědeckého zájmu autora. Tento
soubor je opatřen krátkým komentovaným shrnutím, které by mělo umožnit čte-
náři zařazení předložených vědeckých poznatků do kontextu současné informatiky
a matematiky. Stručně též zmíníme další směry budoucí vědecké práce autora
stejně tak jako i jeho další výsledky, které sice nejsou obsahem předloženého
souboru prací, ale na předkládané výsledky navazují.

1.1 Vymezení vědeckého přínosu

Stručně pojmenujme hlavní vědecký přínos poznatků obsažených v článcích, které
tvoří tuto práci.

• kombinatorický důkaz Greenova odstraňovacícho lemmatu pro grupové rov-
nice, který umožnil zobecnění lemmatu na neabelovské grupy [I]

• důkaz Greenovy domněnky o existenci odstraňovacího lemmatu pro systémy
rovnic [II]

• důkaz cirkulární relaxace tzv. Girth conjecture [III] a její zobecnění pro
nekubické grafy [IV]

• důkaz Reedovy domněnky o zlomkovém totálním barvení grafů velkého ob-
vodu [VI] a její zesílení pro grafy sudého maximálního stupně [V]

• algoritmus pro počítání reprezentací matroidů omezené větvící šířky repre-
zentovaných nad konečnými tělesy [VII]

• zavedení pojmu rozkladové šířky matroidu, který umožnil zobecnit algorit-
mické výsledky o matroidech omezené větvící šířky reprezentovaných nad
konečnými tělesy na nereprezentovatelné matroidy [VIII]
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2 KAPITOLA 1. ÚVOD

1.2 Základní pojmy teorie grafů

Předkládaná práce je tvořena souborem článků, z nichž část patří do oblasti teorie
grafů. Ačkoliv předpokládáme, že většina čtenářů bude obeznámena se základními
pojmy teorie grafů, přesto si dovolíme zařadit velmi stručné představení této
oblasti. Podrobnější úvod do problematiky lze najít např. v monografii [11] a
českou terminologii pak v učebnici [66].
Grafem rozumíme dvojici (V, E), kde E je podmnožina neuspořádaných dvojic

prvků z množiny V ; prvky množiny V nazýváme vrcholy a prvky množiny E
hrany. Pokud jsou dvojice v množině E uspořádané, hovoříme o orientovaném
grafu, a pokud E je multimnožina, hovoříme o multigrafu. Pokud dva vrcholy u
a v tvoří dvojici e z množiny E, nazýváme je sousedy a hovoříme též o tom, že
jsou spojeny hranou e. Počet sousedů daného vrcholu nazýváme jeho stupněm.
Graf G je k-regulární, pokud každý vrchol má stupeň přesně k. Grafy, které jsou
3-regulární, se nazývají kubické.
Příkladem grafu může být úplný graf Kn, který je tvořen n vrcholy, z nichž

každá dvojice tvoří hranu. Jiným příkladem grafu je kružnice Cn tvořená n vrcholy
v1, . . . , vn a hranami v1v2, v2v3, . . . , vn−1vn a vnv1.
Podgrafem grafu G = (V, E) je graf G′ = (V ′, E ′), kde V ′ ⊆ V a E ′ ⊆ E.

Podgraf grafu G indukovaný množinou vrcholů V ′ je podgraf, který obsahuje V ′

a všechny hrany, jejichž oba koncové vrcholy leží ve V ′. Množina vrcholů A je
nezávislá, pokud indukuje podgraf, který neobsahuje žádné hrany, tj. každá hrana
obsahuje nejvýše jeden vrchol z množiny A. Graf, jehož vrcholy lze rozdělit do
dvou disjuntních nezávislých množin, se nazývá bipartitní.
Cestou P v grafu G je posloupnost vrcholů v1, . . . , vk takových, že G obsahuje

hrany v1v2, v2v3, . . . , vk−1vk; budeme též říkat, že cesta P spojuje vrcholy v1 a
vk. Graf je souvislý, pokud každé dva jeho vrcholy jsou spojeny cestou. Pokud
graf není souvislý, lze ukázat, že vlastnost „být spojen cestouÿ je ekvivalence
na množině vrcholů. Podgrafy indukované jejími třídami se nazývají komponety
grafu. Strom je souvislý graf, který neobsahuje kružnici jako podgraf, a les je graf,
jehož každá komponenta souvislosti je strom. Hrana, jejíž odebrání zvýší počet
komponent, se nazývá most.
Některé grafy lze nakreslit do roviny tak, že vrcholy grafu odpovídají bodům

roviny a hrany, které je spojují, jsou křivky v rovině, které se kromě bodů odpo-
vídajícím jejím koncovým vrcholů nikde nekříží. Stěna v takovém nakreslení je
část roviny, kde lze každé dva body spojit křivkou neprotínající nakreslení grafu.
Grafy, které mají takové nakreslení, se nazývají rovinné grafy.
V této práci se též budeme zabývat hypergrafy, které jsou zobecněním grafů.

Hypergraf H je uspořádaná dvojice (V, E), kde množina E je tvořena některými
z neprázdných podmnožin množiny vrcholů V . Tyto podmnožiny se nazývají, po-
dobně jako v případě grafů, hrany. Pokud každá hrana obsahuje právě k vrcholů,
řekneme, že hypergraf H je k-uniformní.



Kapitola 2

Regularita kombinatorických
struktur

V této kapitole představíme výsledky o regularitě grafů a jejich použití v al-
goritmech pro testování vlastností velkých kombinatorických objektů. Následně
pak zformulujeme poznatky z článků [I] a [II] o analogických výsledcích pro alge-
braické struktury, které tvoří soubor článků předložených jako součást této práce.

2.1 Regularity lemma

Szemerédi v sedmdesátých letech dvacátého století zformuloval lemma, které se
stalo jedním z nejvýznamnějších nástrojů pro práci s hustými grafy. Hustým gra-
fem zde míníme n-vrcholový graf, který obsahuje alespoň Ω(n2) hran. Toto lemma
je v literatuře běžně označováno jako Szemerédiho regularity lemma (SRL).
Před precizním vyslovením lemmatu si stručně popišme jeho znění na abs-

traktní úrovni. Szemerédiho regularity lemma garantuje, že vrcholy každého grafu
lze rozdělit do konečně mnoha množin stejné velikosti tak, že hrany rozkládaného
grafu budou mezi většinou dvojic těchto množin rozloženy pseudonáhodně. Nyní
jednotlivé pojmy zadefinujeme formálně.
Nechť X a Y jsou dvě disjunktní podmnožiny vrcholů grafu G. Jako e(X, Y )

si označme počet hran mezi množinami X a Y ; hustota dvojice X a Y , kterou
budeme značit d(X, Y ) je e(X, Y )/|X||Y |. Dvojici X a Y nazveme ε-regulární pro
ε ∈ (0, 1), pokud pro každou podmnožinu X ′ množiny X s alespoň ε|X| prvky a
každou podmnožinu Y ′ množiny Y s alespon ε|Y | prvky platí následující:

|(d(X ′, Y ′)− d(X, Y )| ≤ ε .

Méně formálně – dvojice X a Y je ε-regulární, pokud hustota hran mezi libo-
volnými dvěma podmnožinami X a Y , které nejsou příliš malé, je zhruba stejná
jako hustota hran mezi X a Y . Parametr ε pak kontroluje význam „přilíš maléÿ
a „zhruba stejnáÿ.
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4 KAPITOLA 2. REGULARITA KOMBINATORICKÝCH STRUKTUR

Nechť G je graf. Rozklad množiny V (G) jeho vrcholů do disjunktních pod-
možin V1, . . . , Vk nazveme rovnoměrný, pokud se velikost každých dvou z těchto
množin liší nejvýše o jedna, tj. platí ||Vi| − |Vj|| ≤ 1 pro každou dvojici i a j
s 1 ≤ i < j ≤ k. Vyslovme nyní Szemerédiho regularity lemma.

Lemma 2.1 (Szemerédiho regularity lemma [96]) Pro každé reálné číslo
ε > 0 a každé přirozené číslo k0, existuje přirozené číslo K0 takové, že každý graf
G má rovnoměrný rozklad množiny svých vrcholů na podmnožiny V1, . . . , Vk, kde
k0 ≤ k ≤ K0, takový, že alespoň

(

k
2

)

− εk2 dvojic množin Vi a Vj, 1 ≤ i < j ≤ k,
je ε-regulárních.

Szemerédiho regularity lemma se stalo významným nástrojem používaným
pro studium hustých grafů. V oblasti hypergrafů se ukázalo, že formulace a důkaz
dostatečně silné varianty regularity lemmatu není jednoduchý a dostatečně silné
tvrzení se podařilo dokázat až v [84]. Formulace verze lemmatu pro hypergrafy
je však značně složitá a přesahuje rámec této práce.

2.2 Odstraňovací vlastnosti

Nyní si popíšeme jednu z prvních aplikací Szemerédiho regularity lemmatu. Jedná
se o tzv. odstraňovací lemma (removal lemma). Nejdříve vyslovíme a jeho nejjed-
nodušší verzi pro trojúhelníky, dokázanou Ruzsou a Szemerédim. Jako ilustraci
metod používaných v této oblasti podáme i krátký důkaz.

Lemma 2.2 (Odstraňovací lemma pro trojúhelníky [85]) Pro každé reál-
né číslo ε0 > 0, existuje reálné číslo δ0 > 0 takové, že pro každý graf G na n
vrcholech platí alespoň jedno z následujících tvrzení:

• Graf G obsahuje alespoň δ0n
3 trojúhelníků.

• Graf G obsahuje množinu hran F , |F | ≤ ε0n
2, takovou, že každý trojúhelník

v G obsahuje alespoň jednu hranu z množiny F , tj., graf G \F nemá žádné
trojúhelníky.

Stručně si vysvětleme význam tohoto tvrzení: Lemma říká, že buď každý graf
G obsahuje hodně trojúhelníků, kde hodně znamená konstantní část jejich ma-
ximálního možného počtu

(

n
3

)

, nebo graf G obsahuje malou množinu hran (kon-
stantní část jejich maximálního počtu, který je

(

n
2

)

), jejímž odebráním vznikne
graf bez trojúhelníků.
Zamysleme se, jak by mělo znít odstraňovací lemma pro obecný graf H jako

podgraf. Druhý závěr by měl zůstat zachován – pokud má graf G málo podgrafů
H , pak existuje malá množina hran F , že graf G \F neobsahuje H jako podgraf.
Zbývá tedy definovat, co znamená „máloÿ podgrafů H . Pokud podgraf H má k
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vrcholů, je maximální možný počet podgrafů grafu na n vrcholech k!
(

n
k

)

, tedy
polynom stupně k, pokud je k pevné. Takovéto tvrzení skutečně platí a je známo
jako obecné odstraňovací lemma pro grafy (removal lemma for graphs).

Lemma 2.3 (Odstraňovací lemma [85]) Pro každé reálné číslo ε0 > 0 a pro
každý graf H na k vrcholech, existuje reálné číslo δ0 > 0 takové, že pro každý graf
G na n vrcholech platí alespoň jedno z následujících tvrzení:

• Graf G obsahuje alespoň δ0n
k různých podgrafů izomorfních grafu H.

• Graf G obsahuje množinu hran F , |F | ≤ ε0n
2, takovou, že každý každý

podgraf grafu G, který je izomorfní grafu H, obsahuje alespoň jednu hranu
z množiny F , tj., graf G \ F nemá žádný podgraf izomorfní grafu H.

Odstraňovací lemma bylo zobecněno na orientované grafy, hypergrafy [37,70]
a obecné relační struktury [97]. Nyní zformulujeme odstraňovací lemma pro hy-
pergrafy, které tvoří jeden z našich nástrojů. Všimněme si následujícího: Protože
maximální počet hyperhran ℓ-uniformního hypergrafu je

(

n
ℓ

)

= Θ(nℓ), počet hran
v množině F je nyní omezen polynomem stupně ℓ.

Lemma 2.4 (Odstraňovací lemma pro hypergrafy [70]) Pro každé reálné
číslo ε0 > 0 a pro každý ℓ-uniformnní hypergraf H na k vrcholech, existuje reálné
číslo δ0 > 0 takové, že pro každý ℓ-uniformní hypergraf G na n vrcholech platí
alespoň jedno z následujících tvrzení:

• Hypergraf G obsahuje alespoň δ0n
k různých podhypergrafů izomorfních hy-

pergrafu H.

• Hypergraf G obsahuje množinu hran F , |F | ≤ ε0n
ℓ, takovou, že každý každý

podhypergraf grafu G, který je izomorfní hypergrafu H, obsahuje alespoň
jednu hranu z množiny F , tj., hypergraf G \ F nemá žádný podhypergraf
izomorfní hypergrafu H.

Všechny známé důkazy odstraňovacích lemmat využívaly Szemerédiho regu-
larity lemma nebo některé z jeho zobecnění. V tomto směru bylo dosaženo před
dvěma lety velkého pokroku, kdy Fox [22] dokázal ostraňovací lemma pro trojú-
helníky přímo a později svůj důkaz zobecnil pro obecné grafy. Jeho postup vedl
k výraznému zlepšení závislosti δ0 na ε0 v odstraňovacím lemmatu.

2.3 Aplikace odstraňovacího lemmatu

V této sekci bychom rádi předvedli dvě aplikace odstraňovacího lemmatu. První
z nich má vztah k teorii čísel a známé Szemerédiho větě o existenci aritmetických
posloupností v hustých množinách celých čísel. Druhou je pak algoritmus pro
pravděpodobnostní testování vlastností velkých struktur (property testing).
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2.3.1 Teorie čísel

Zformulujme Szemerédiho větu o existenci aritmetických posloupností v hustých
množinách celých čísel:

Věta 2.5 (Szemerédiho věta [95]) Pro každé přirozené číslo k a každé reálné
číslo ε > 0, existuje n0, že každá podmnožina X ⊆ {1, . . . , n} pro n ≥ n0 a
|X| ≥ εn obsahuje aritmetickou posloupnost délky k.

Speciálním případem této věty pro k = 3 je Rothovova věta.

Věta 2.6 (Rothova věta [83]) Pro každé reálné číslo ε > 0, existuje n0, že
každá podmnožina X ⊆ {1, . . . , n} pro n ≥ n0 a |X| ≥ εn obsahuje tříprvkovou
aritmetickou posloupnost.

2.3.2 Testování vlastností velkých struktur

Významné jsou aplikace odstraňovacích lemmat v informatice v oblasti testování
vlastností (property testing) [20,35]. V našem výkladu se omezíme na vlastnosti
grafů. Uvažme, nějakou vlasnost P grafů; na P se dívejme jako na množinu grafů,
které mají danou vlastnost. Řekněme, že graf G na n vrcholech je ε-daleko od
vlastnosti P, pokud neexistuje množina hran F , |F | ≤ εn2, taková, že G△F ∈ P.
Graf G△F je graf, který získáme z G odebráním hran z F ∩ E(G) a přidáním
hran z F \ E(G).
Odstraňovací lemmata umožňují navrhnout pravděpodobnostní algoritmy,

které s velkou pravděpodobností přijmou grafG, pokud má vlastnost P, a s velkou
pravděpodobností graf G odmítnou, pokud je ε-daleko od vlasnosti P. Například
pro vlastnost „nemít trojúhelníkÿ, Lemma 2.2 zaručuje, že pokud n-vrcholový
graf G je ε-daleko od této vlastnosti, pak G obsahuje Ω(n3) trojúhelníku. Lze
tedy navrhnout takový pravděpodobnostní algoritmus, který po přečtení náhodně
vybrané konstantně velké části grafu G přijme, pokud nemá trojúhelníky, a s vy-
sokou pravděpodobnostní odmítne, pokud G je ε-daleko od vlastnosti „nemít
trojúhelníkÿ.

2.4 Algebraické odstraňovací vlastnosti

Green, inspirován použitím odstraňovacího lemmatu v oblasti teorie čísel, zformu-
loval regularity lemma pro abelovské grupy [36]. Ze své verze regularity lemmatu
pak vyvodil následující odstraňovací lemma pro grupové rovnosti.

Lemma 2.7 (Odstraňovací lemma pro abelovské grupy [36]) Pro každé
celé číslo k a každé reálné číslo ε0 > 0, existuje reálné číslo δ0 > 0 takové,
že pro každou abelovskou grupu G řádu N a každé podmnožiny X1, . . . , Xk jejích
prvků platí alespoň jedno z následujících tvrzení:
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• Existuje alespoň δ0N
k−1 k-tic x1 ∈ X1, . . . , xk ∈ Xk takových, že x1+ · · ·+

xk = 0 (kde 0 značí neutrální prvek grupy G).

• Existují podmnožiny X ′
1 ⊆ X1, . . . , X

′
k ⊆ Xk takové, že |Xi \ X ′

i| ≤ ε0N ,
i = 1, . . . , k, a pro každou k-tici x1 ∈ X ′

1, . . . , xk ∈ X ′
k platí x1+· · ·+xk 6= 0.

Povšimněme si, že Lemma 2.7 je analogií odstraňovacích lemmat pro grafy:
maximální počet řešení rovnosti je nejvýše Nk−1 (zachováváme tedy stupeň po-
lynomu, analogicky k počtu podgrafů) a množiny, ze kterých vybíráme hodnoty
neznámých, mají maximální velikost N (tedy opět zachováváme stupeň poly-
nomu). Poznamenejme, že Lemma 2.7 implikuje Rothovu větu (Věta 2.6).
V práci [I], která je předmětem předkládaného souboru prací, jsme společně

s Serrou a Venou, odvodili Lemma 2.7 z grafového odstraňovacího lemmatu pro
obecné (tedy ne nutně abelovské) grupy. Poznamenejme, že metody použité Gre-
enem k důkazu jeho výsledkou jsou založeny na Fourierovské analýze a je tedy
nepravděpodobné, že by je bylo možné využít k důkazu tohoto zesílení. Zformu-
lujme naše zesílení.

Lemma 2.8 (Odstraňovací lemma pro grupy [I]) Pro každé celé číslo k a
každé reálné číslo ε0 > 0, existuje reálné číslo δ0 > 0 takové, že pro každou
grupu G řádu N a každé podmnožiny X1, . . . , Xk jejích prvků platí alespoň jedno
z následujících tvrzení:

• Existuje alespoň δ0N
k−1 k-tic x1 ∈ X1, . . . , xk ∈ Xk takových, že x1+ · · ·+

xk = 0 (kde 0 značí neutrální prvek grupy G).

• Existují podmnožiny X ′
1 ⊆ X1, . . . , X

′
k ⊆ Xk takové, že |Xi \ X ′

i| ≤ ε0N ,
i = 1, . . . , k, a pro každou k-tici x1 ∈ X ′

1, . . . , xk ∈ X ′
k platí x1+· · ·+xk 6= 0.

Green ve svém článku [36] vyslovil jako domněnku tvrzení, které by bylo
zobecněním Lemmatu 2.7 na systémy rovnic nad celými čísly. Tato domněnka
implikuje Szemerédiho větu o aritmetických posloupnostech (Větu 2.5).

Domněnka 2.1 Pro každou regulární celočíselnou ℓ×k-matici A a každé reálné
číslo ε0 > 0, existuje reálné číslo δ0 > 0 takové, že pro každých k podmnožin
X1, . . . , Xk množiny {1, . . . , n}, platí alespoň jedno z následujících tvrzení:

• Existuje alespoň δ0n
k−ℓ k-tic x1 ∈ X1, . . . , xk ∈ Xk, které leží v jádru matice

A.

• Existují podmnožiny X ′
1 ⊆ X1, . . . , X

′
k ⊆ Xk takové, že |Xi \ X ′

i| ≤ ε0n,
i = 1, . . . , k, a žádná k-tice x1 ∈ X ′

1, . . . , xk ∈ X ′
k neleží v jádru matice A.
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Částečné výsledky směřující k důkazu Domněnky 2.1 byly oznámeny Cande-
lou [7]. Plný důkaz Greenovi domněnky jsme pak podali společně s Serrou a Venou
v článku [II], který je rovněž obsažen v souboru předložených prací. Důkaz je zalo-
žen na redukci Domněnky 2.1 na hypergrafové odstraňovací lemma (Lemma 2.4).
Nezávisle na nás, jinou redukcí na hypergrafové odstraňovací lemma, dokázal Gre-
enovu domněnku také Shapira [91, 92]. Zformulujme hlavní výsledek článku [II],
který implikuje Domněnku 2.1.

Věta 2.9 Pro každá dvě celá čísla k a ℓ a každé reálné číslo ε0 > 0, existuje
reálné číslo δ0 > 0 takové, že pro každé konečné těleso F řádu q, každou regulární
ℓ × k-matici A nad F a každé podmnožiny X1, . . . , Xk jeho prvků, platí alespoň
jedno z následujících tvrzení:

• Existuje alespoň δ0q
k−ℓ k-tic x1 ∈ X1, . . . , xk ∈ Xk, které leží v jádru matice

A.

• Existují podmnožiny X ′
1 ⊆ X1, . . . , X

′
k ⊆ Xk takové, že |Xi \ X ′

i| ≤ ε0q,
i = 1, . . . , k, a žádná k-tice x1 ∈ X ′

1, . . . , xk ∈ X ′
k neleží v jádru matice A.

Ve Větě 2.9 vidíme stejné dvě možnosti jako v předchozích případech: jádro
matice A je tvořeno qk−ℓ k-ticemi prvků tělesa F (a tedy opět hledáme počet
řešení homogenní rovnice dané maticí A asymptoticky shodný s jejím maximálním
počtem řešení) nebo množiny X1, . . . , Xk umíme lineárně zmenšit tak, aby žádná
k-tice jejích prvků neležela v jádru matice A.
Ve své současné vědecké práci se snažím na zkušenosti a poznatky z této

oblasti navázat a usiluji o získání zobecnění Věty 2.9 na systémy polynomů;
bohužel se nám však zatím nepodařilo dosáhnout dostatečně silných výsledků,
které by zde bylo možné zmínit.



Kapitola 3

Barevnost grafů velkého obvodu

Velmi živou oblastí teorie grafů je oblast barevnosti grafů. Otázky studované
v této oblasti jsou motivovány jak praktickými problémy souvisejícícími s apli-
kacemi v oblasti přidělování frekvencí tak i základními problémy matematiky
souvisejícími s rozklady kombinatorických struktur a jejich extremálními vlast-
nostmi (např. Ramseyova teorie). Barevnost grafů patří stěžejní oblasti výzkumu
autora předkládané práce a byla též hlavním tématem jeho habilitační práce.
V souboru článků, které tvoří tuto práci, je oblast barevnosti grafů zastoupena
čtyřmi články studujícími barevnost grafů velkého obvodu (žádný z těchto článků
nebyl součástí habilitační práce autora).
V této kapitole nejprve podáme stručný úvod do oblasti barevnosti grafů a

představíme základní vlastnosti grafů velkého obvodu. Poté představíme výsledky
z článků [III], [IV], [V] a [VI], které tvoří soubor článků obsažených v této práci.
Rovněž zmíníme i další výsledky autora práce v této oblasti a naznačíme možné
budoucí směry výzkumu.

3.1 Barevnost grafů

Funkci c : V (G)→ {1, . . . , k} nazveme k-obarvení grafuG, pokud každá z množin
c−1(i), i = 1, . . . , k, je nezávislá. Nejmenší číslo k, pro které existuje k-obarvení
grafu G, se nazývá barevnost grafu G a značí χ(G). Pokud číslo k je zřejmé
z kontextu, mluvíme o c jako obarvení, popř. jako o obarvení pomocí k barev.
Jeden z nejstarších a nejslavnějších problémů teorie grafů je Problém čtyř ba-

rev, který se ptal, zda lze každý rovinný graf obarvit pomocí čtyř. Tento problém
zformuloval kartograf Francis Guthrie v roce 1852. V průběhu 19. století se obje-
vilo několik chybných důkazů tohoto tvrzení, z nichž zmiňme zejména Kempeho
důkaz [55] a Taitův důkaz [98]. Kempeho metoda změny obarvení pomocí řetězců
se ale stala jedním ze základů dnes známých důkazů tohoto problému [2,80], které
se opírají o analýzu konfigurací pomocí počítače. Taitův důkaz spočíval v pře-
formulaci problému do duální verze, které je ekvivalentní neexistenci snarků,

9
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kubických grafů bez mostů, které nejsou hranově tříbarevné. Tyto grafy budeme
blíže studovat v části 3.3.
Je zřejmé, že barevnost grafu G je nejvýše maximální stupeň ∆(G) grafu G

zvětšený o jedna. Brooksova věta charakterizuje souvislé grafy, pro které je tento
jednoduchý odhad nejlepší možný.

Věta 3.1 (Brooksova věta [6]) Pokud G je souvislý graf s maximálním stup-
něm ∆(G), který není aní úplný graf ani kružnice liché délky, pak barevnost grafu
G je nejvýše χ(G).

Elegantní důkaz Brooksovy věty podal Lovász [64]. Brooksova věta byla
úspěšně rozšířena na obecnější typy barvení, z nichž jmenujme zejména barev-
nost hypergrafů [59], tzv. seznamové barvení [18] nebo problém přidělování frek-
vencí [61].
Barevnost grafu je celočíselný parametr a proto se jeví příliš hrubý na měření

barevnosti některých grafů. Jako motivační příklad zmiňme kružnice liché délky
2ℓ+1, které mají barevnost tři. Přesto intuitivně cítíme, že kružnice C1001 je bližší
grafu s barevností dva než kružnice C7 nebo dokonce C3. Tento jev pomáhají
formálně zachytit neceločíselné relaxace barevnosti. Dvě nejvíce studované jsou
cirkulární a zlomková barevnost, které si nyní zavedeme.
Cirkulární barevnost byla zavedena Vincem [101] pod pojmemem hvězdová

barevnost. Nyní je pojem cirkulární barevnosti již ustálen pod tímto názvem a
tento koncept je velmi studován v teorii grafů, o čemž svědčí několik přehledových
článků [106, 107]. Cirkulární barevnost lze definovat několika navzájem různými
způsoby, z nichž tři si nyní uvedeme.
První definice vychází z představy barev na kružnici v rovině. Cirkulární ba-

revnost grafu G je nejmenší ℓ takové, že existuje zobrazení c : V (G)→ S, kde S
je kružnice s obvodem ℓ, takové, že pro každou hranu uv ∈ E(G) mají oba dva
oblouky kružnice S určené body u a v délku alespoň jedna. Lze ukázat, že takové
nejmenší ℓ vždy existuje (nabývá se minima).
Druhá definice vychází z představy barev jako čísel modulo nějaké větší číslo.

Cirkulární barevnost grafu G je infimum hodnot p/q, p, q ∈ N, takových, že
existuje zobrazení c : V (G) → {0, . . . , p − 1} takové, že pro každou hranu uv ∈
E(G) platí q ≤ |c(u) − c(v)| ≤ p − q, tj. hodnoty c(u) a c(v) se liší alespoň o q
modulo p. Není těžké ukázat, že i v této definici se infimum nabývá.
Třetí definice je přeformulací druhé definice do řeči grafových homomorfismů.

Zobrazení f : V (G) → V (H) z vrcholů grafu G do vrcholů grafu H nazveme
homomorfismem, pokud pro každou hranu uv ∈ E(G) platí f(u)f(v) ∈ E(H).
Pokud takové zobrazení existuje, říkáme též, že graf G je homomorfní grafu H .
Nechť graf Kp,q, p, q ∈ N, je graf, jehož vrcholy jsou čísla 0, . . . , p − 1 a dva jsou
spojeny hranou, pokud q ≤ |c(u)− c(v)| ≤ p− q. Cirkulární barevnost grafu G je
infimum hodnot p/q, p, q ∈ N, takových, že graf G má homomorfismus do grafu
Kp,q. I v této definici se infimum vždy nabývá.
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Cirkulární barevnost grafu G se značí χc(G) a platí, že χ(G) = ⌈χc(G)⌉, tj.,
χ(G)− 1 < χc(G) ≤ χ(G).
Druhou relaxací barevnosti grafů je zlomková barevnost. Tato relaxace vy-

chází z formulace problému barvení grafů jako celočíselného programu a následné
lineární relaxace tohoto programu. I zlomková barevnost patří mezi velmi stu-
dované a rozšířené koncepty v teorii grafů, viz např. monografie o zlomkových
parametrech v teorii grafů [86].
Nechť G je graf. Barevnost grafu G je řešením celočíselného program s pro-

měnnými xI ∈ {0, 1} indexovanými nezávislými množinami grafu G, s podmín-
kami

∑

I∋v xI ≥ 1 pro každý vrchol v a s cílovou funkcí min
∑

I xI . Uvažme
nyní lineární relaxaci tohoto programu, tj., podmínky xI ∈ {0, 1} nahraďme
0 ≤ xI ≤ 1. Optimální řešení tohoto lineárního programu nazveme zlomkovou
barevností grafu G a budeme značit χf(G).
Opět platí, že zlomková barevnost grafu je vždy omezena jeho barevností, ale

narozdíl od cirkulární barevnost, zlomková barevnost může být libovolně menší.
Jako příklad si uveďme známé Kneserovy grafy. Kneserův graf K(a, b), a ≥ 2b,
je graf, jehož vrcholy jsou všechny b-prvkové podomnožiny množiny {1, . . . , a}
a dva vrcholy jsou sousední, pokud jim odpovídající množiny jsou disjunktní.
Lovász [63] ukázal, že barevnost grafu K(a, b) je rovna a − 2b + 2. Na druhou
stranu, pokud jako Ij , j = 1, . . . , a, označíme nezávislou množinu tvořenou těmi
vrcholy, které odpovídají množinám obsahujícím j, pak xIj

= 1/b a xI = 0
pro I 6∈ {I1, . . . , Ia}, je řešení výše uvedeného lineárního programu. Platí tedy
χf(G) ≤ a/b. Pomocí Erdő-Ko-Radovy věty [17] lze ukázat, že yX =

(

a−1
b−1

)−1
,

X ∈
(

{1,...,a}
b

)

, je řešení duálního programu a tedy platí χf (G) = a/b. Volbou b
dostatečně velkého, pak získáme grafy se zlomkovou barevností libovolně blízkou
dvěma a barevností libovolně vysokou.

3.2 Grafy velkého obvodu

V článcích, které tvoří tuto práci, se zabýváme barevností grafů velkého obvodu.
Připomeňme, že obvod grafu je délka jeho nejkratší kružnice. Grafy velkého ob-
vodu tedy vypadají lokálně jako stromy a bylo by proto možné se domnívat, že
jejich barevnost bude omezená. Tomu však tak není, jak ukázal Erdős [16], který
pravděpodobnostním argumentem ukázal, že pro každá přirozená čísla g a k exis-
tuje graf s obvodem g a barevností k. Později byly nalezeny i explicitní konstrukce
takových grafů. Nejznámější konstrukcí v této oblasti je Mycielského rekurzivní
konstrukce [69] grafů velké barevnosti, které neobsahují trojúhelník jako podgraf.
Vidíme, že barevnost grafů velkého obvodu není omezena žádnou konstantou.

Nabízí se otázka, jak se chová barevnost takových grafů, pokud omezíme jejich
maximální stupeň. Nejjednodušším případem jsou kubické grafy. Podle Brooksovy
věty (Věta 3.1) je barevnost kubických grafů bez trojúhelníků nejvýše tři a pokud
takový graf obsahuje lichou kružnici, což není ve sporu s požadavkem na libovolně
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velký obvod, tak je barevnost rovna třem. Podívejme se blíže, jak se barevnost
takových grafů chová vzhledem k neceločíselným relexacím barevnosti, které jsme
představili v minulé sekci.
Zaměřme se nejdříve na ty grafy, kde zakážeme kružnice nejkratší možné

délky, tedy kubické grafy bez trojúhelníků. Heckman a Thomas [40, 41] vyslovili
domněnku, že zlomková barevnost rovinných kubických grafů bez trojúhelníků
je nejvýše 8/3 a zlomková barevnost obecných kubických grafů je pak nejvýše
14/5. Obě hodnoty by byly nejlepší možné, protože jsou známy konstrukce n-
vrcholových rovinných kubických grafů bez trojúhelníků s maximální nezávis-
lou množinou velikosti 3n/8 a takových obecných grafů s maximální nezávislou
množinou velikosti 5n/14. Naopak, se ví [40, 53, 93], že každý kubický graf bez
trojúhelníků s n vrcholy obsahuje nezávislou množinu velikosti alespoň 5n/14 a
rovinné kubické grafy dokonce velikosti 3n/8 [41].
První netriviální horní odhad 3 − 3/64 na zlomkovou barevnost kubických

grafů bez trojúhelníků lze nalézt v práci Hatamiho a Zhua [39]. Tento odhad
byl později vylepšen postupně na 3 − 3/43 [65] a na 3 − 1/11 [19]. Pro grafy
s maximálním stupněm ∆, které neobsahují trojúhelník, Johanson [52], že jejich
barevnost je omezena funkcí O(∆/ log∆).
Zaměřme se nyní na kubické grafy velkého obvodu. V oblasti cirkulární ba-

revnosti takových grafů je centrální Nešetřilova domněnka známá jako Pentagon
Conjecture [71]. V řeči barevnosti grafů tato domněnka říká, že existuje přirozené
číslo g takové, že každý kubický graf obvodu alespoň g má cirkulární barevnost
nejvýše 5/2. V sérii prací [38, 58, 104] se podařilo ukázat, že v této domněnce
nelze 5/2 nahradit 7/3.
Ve své práci [39] Hatami a Zhu ukázali odhady na zlomkovou barevnost ku-

bických grafů s obvodem g, které mají pravděpodobně limitu 8/3 (jejich odhad je
řešením algebraické rovnice a nepodařilo se jim v jejich práci tuto limitu určit).
Současný nejlepší známý horní odhad lze nalézt v článku [54]: existuje obvod
g, že každý kubický graf s obvodem alespoň g má zlomkovou barevnost nejvýše
2.2978. V článku [54] lze též najít velmi krátký důkaz zesílení zmiňovaného vý-
sledku Hatamiho a Zhua na grafy, které neobsahují krátké liché kružnice. Tento
důkaz používá souvislost zlomkové barevnosti a pravděpodobnostních distribucí,
kterou vysvětlíme v následujícím odstavci.
Zlomková barevnost úzce souvisí s existencí vrcholově uniformních pravdě-

podobnostních distribucí na nezávislých množinách v grafu a pro kubické grafy
velkého obvodu též s existencí velkých nezávislých množin v náhodných kubic-
kých grafech. Z definice zlomkové barevnosti lze snadno nahlédnout, že graf G
má zlomkovou barevnost nejvýše k právě tehdy, když existuje pravděpodobnostní
distribuce na nezávislých množinách grafuG taková, že každý vrchol je v nezávislé
množině náhodně zvolené dle této distribuce s pravděpodobností alespoň 1/k. Je
také známo, že náhodný kubický graf obsahuje jen omezeně mnoho kružnic délky
nejvýše ℓ. Lze tedy po odstranění konstantně malé části takového grafu aplikovat
výsledky o zlomkové barevnosti kubických grafů velkého obvodu a získat (velkou)
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nezávislou množinu v náhodném kubickém grafu.

3.3 Hranová barevnost grafů

V této části práce se budeme zabývat tzv. hranovým barvením grafů. Pokud G je
graf, pak jeho hranový graf je graf L(G), jehož vrcholy jsou hrany grafu G a dva
jeho vrcholy jsou sousedé, pokud odpovídající hrany mají společný vrchol v G.
Obarvení grafu L(G) dává obarvení hran grafu G takové, že hrany se společným
vrcholem v G mají různou barvu. Nejmenší možný počet barev nutný k takové-
muto obarvení hran grafu G se nazývá hranová barevnost grafu G a označuje se
χ′(G).
Pokud G je graf s maximálním stupněm ∆, jeho hranová barevnost je alespoň

∆, neboť hrany u vrcholu stupně ∆ musí dostat vesměs různé barvy. Vizingova
věta [102] říká, že barevnost grafu (bez násobných hran) se od tohoto triviálního
odhadu nemůže příliš lišit.

Věta 3.2 (Vizingova věta [102]) Nechť G je jednoduchý graf s maximálním
stupněm ∆. Pak hranová barvenost grafu G je rovna ∆ nebo ∆+ 1.

Pro ∆ = 1 je takový graf G nutně tvořen izolovanými vrcholy a hranami a
jeho hranová barevnost je tedy vždy jedna. Pro ∆ = 2 jsou takové grafy sjed-
nocením vrcholově disjunktních cest a kružnic a jejich hranová barevnost je dva
právě tehdy, když jedna z jejich komponent není lichá kružnice. Z algoritmického
hlediska je tedy jednoduché (polynomiální) rozhodnout, zda hranová barevnost
grafu G s ∆ = 2 je dva. Pro ∆ = 3 je však situace jiná. Holyer [49] dokázal, že
rozhodnout, zda daný graf maximálního stupně tři má hranovou barevnost tři,
je NP-úplný problém. Analogické tvrzení platí i pro grafy vyššího maximálního
stupně.
Je tedy zřejmé, že struktura kubických grafů, jejichž hranová barevnost je

čtyři, bude velmi obtížně popsatelná. Takové grafy nazveme snarky. Formálně,
snark je hranově 3-souvislý kubický graf, pokud jeho hranová barevnost je čtyři.
Poznamenejme, že v literatuře se různí definice snarku s ohledem na podmínku
netriviality jeho souvislosti a lze nalézt jak definice vyžadující jen neexistenci
mostů tak i požadující hranovou cyklickou 4-souvislost. Snarky se ve strukturální
teorii grafů často vyskytují jako těžké instance známých problémů. Například je
známo, že slavné otevřené problémy jako Cycle Double Cover Conjecture, Tut-
teho hypotézu o 5-toku nebo Berge-Fulkersonovu hypotézu stačí dokázat jen pro
snarky. Problém čtyř barev, který jsme dříve zmínili, je ekvivalentní tvrzení, že
neexistuje snark, který by bylo možné nakreslit do roviny [98].
Ačkoliv snarky tvoří „ jádroÿ mnoha známých těžkých problémů, je jich mezi

všemi kubickými grafy relativně málo. Například je známo, že náhodný kubický
graf není skoro jistě snark, tj. náhodně vybraný hranově 3-souvislý kubický graf
na n vrcholech je snark s pravděpodobností pn, kde pn → 0 s n → ∞. V roce
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1980 vyslovili Jaeger a Swart [51] domněnku, že každý snark nutně musí obsa-
hovat krátkou kružnici, tj. existuje konstanta g0 taková, že každý snark obsahuje
kružnici délky nejvýše g0. Tuto domněnku vyvrátil Kochol [57], který zkonstruo-
val snarky libovolně velkého obvodu.
Dle Vizingovy věty (Věta 3.2) hranová barevnost kubických grafů bez mostů

může nabývat jen dvou hodnot: tři a čtyři. Zaměřme se nyní na hranovou ba-
revnost grafu vůči jedné z relaxací barevnosti, které jsme dříve zavedli. Hranová
cirkulární barevnost χ′

c(G) grafu G je cirkulární barevnost grafu L(G); cirkulární
obarvení grafu L(G) přirozeně odpovídají cirkulárním obarvením hran grafu G.
Afshani a kol. [1] ukázali, že cirkulární hranová barevnost kubických grafů bez
mostů je vždy nejvýše 11/3. Petersenův graf, který je Kneserův graf K(5, 2), je
příkladem kubického grafu bez mostů, jehož cirkulární hranová barevnost je 11/3
a tedy tento výsledek je obecně nejlepší možný.
Cirkulární hranová barevnost je známa pro některé třídy snarků [32–34,67] a

Petersenův graf je jediným známým snarkem, jehož hranová barvenost je větší než
7/2. Ve společném článku s Máčajovou, Mazákem a Serenim [60] jsme ukázali, že
cirkulární hranová barevnost kubického grafu bez mostů obvodu šest je nejvýše
7/2 a vyslovili domněnku, že Petersen je jediným kubických grafem bez mostů,
jehož cirkulární hranová barevnost je větší než 7/2.
V článcích, které tvoří předloženou práci studujeme cirkulární hranovou ba-

revnost grafů velkého obvodu. V [III] jsme ukázali, že již zmiňovaná domněnka
Jaegera a Swarta, která se ukázala nepravdivou, asymptoticky platí pro hranovou
barevnost kubických grafů.

Věta 3.3 Pro každé reálné číslo ε > 0, existuje přirozené číslo g takové, že každý
kubických graf bez mostů obvodu alespoň g má cirkulární hranovou barevnost
nejvýše 3 + ε.

V článku [IV] jsme pak rozšířili Větu 3.3 na grafy libovolně velkého maximál-
ního stupně.

Věta 3.4 Pro každé reálné číslo ε > 0 a každé přirozené číslo ∆, existuje přiro-
zené číslo g takové, že každý graf s maximálním stupněm ∆ a obvodu alespoň g
má cirkulární hranovou barevnost nejvýše ∆+ ε.

Zajímavým problém v této oblasti je zobecnění výsledku od Asfahni a kol.,
který podává horní odhad na cirkulární barvenost kubických grafů bez mostů na
grafy vyššího maximálního stupně. V článku [III] jsme formulovali jako problém,
zda platí, že každý k-regulární hranově k-souvislý graf má cirkulární hranovou
barevnost nejvýše k+1− 1/k pro k ≥ 3. Podmínka na souvislost takových grafů
je zvolena tak, aby zaručovala, že tyto grafy mají vždy tzv. perfektní párování,
jehož existence úzce souvisí s existencí hranových obarvení pomocí málo barev.
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3.4 Totální barevnost grafů

Na konci této kapitoly se budeme zabývat typem barvení, které je kombinací
barvení vrcholů a hran grafu, tzv. totální barevností. Totální barevnost grafů je
podrobně studována v monografii [105], kde čtenář může nalézt podrobný úvod
do této oblasti. Totálním grafem T (G) grafu G je graf, jehož vrcholy odpovídají
vrcholům a hranám grafu G a který obsahuje následující hrany:

• dva vrcholy T (G) odpovídající vrcholům u a v grafu G jsou sousední, pokud
uv je hrana v grafu G,

• dva vrcholy T (G) odpovídající hranám e a f grafu G jsou sousední, pokud
hrany e a f mají společný vrchol v grafu G, a

• dva vrcholy T (G) odpovídající vrcholu u a hraně e jsou sousední, pokud
vrchol u je koncovým vrcholem hrany e.

Obarvení totálního grafu T (G) dává obarvení vrcholů a hran grafu G, které ome-
zeno na vrcholy G je dobré obarvení vrcholů a omezeno na hrany G je dobré
obarvení hran. Totální barevnost χ′′(G) grafu G je barevnost grafu T (G).
Podobně jako u hranové barevnosti, totální barevnost grafu G s maximálním

stupněm ∆ je alespoň ∆+1: pokud v je vrchol stupně ∆, pak vrchol v a ∆ hran,
které jej obsahují, musí dostat vesměs různé barvy. Behzad [3] a Vizing [103]
vyslovili domněnku, že totální barevnost grafu G s maximálním stupněm ∆ je,
analogicky k hranové barevnosti, nejvýše ∆ + 2. Tato domněnka dosud nebyla
rozřešena.
Z Brooksovy věty plyne, že totální barevnost grafu s maximálním stupněm

∆ je nejvýše 2∆. Odhad s multiplikativním faktorem jedna u ∆ byl nalezen
Molloyem a Reedem [68], kteří ukázali, že totální barevnost grafu s maximálním
stupněm ∆ je nejvýše ∆ + 1026.
Kilakos a Reed [56] ukázali, že výše uvedená domněnka o totální barevnosti

grafů platí ve zlomkové verzi, tj. zlomková totální barevnost grafu G s maximál-
ním stupněm ∆ je nejvýše ∆+2. Grafy, pro které je tento odhad nejlepší možný,
pak byly popsány Item, Kennedym a Reedem [50]: takové grafy jsou pouze úplné
grafy se sudým počtem vrcholů a úplné bipartitní grafy s partitami shodné veli-
kosti. Tento výsledek vedl Reeda k vyslovení následující domněnky:

Domněnka 3.1 (Reed [79]) Pro každé reálné číslo ε > 0 a každé přirozené
číslo ∆, existuje přirozené číslo g takové, že každý graf s maximálním stupněm
∆ a obvodu alespoň g má zlomkovou totální barevnost nejvýše ∆+ 1 + ε.

V pracích [V] a [VI], které jsou součástí souboru předložených prací, jsme tuto
domněnku dokázali. Pro grafy s maximálním stupněm ∆, kde ∆ je sudé číslo jsme
dokonce dokázali silnější tvrzení. Vyslovme nyní hlavní výsledky našich prací [V]
a [VI].
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Věta 3.5 Pro každé reálné číslo ε > 0 a každé přirozené číslo ∆, existuje přiro-
zené číslo g takové, že každý graf s maximálním stupněm ∆ a obvodu alespoň g
má zlomkovou totální barevnost nejvýše ∆+ 1 + ε.

Věta 3.6 Pro každé sudé číslo ∆ ≥ 4, existuje přirozené číslo g takové, že každý
graf s maximálním stupněm ∆ a obvodu alespoň g má zlomkovou totální barevnost
∆+ 1.

Důkaz Věty 3.5 byl podán pro ∆ = 3 v [V] a pro zbylé liché hodnoty ∆
v [VI]; Věta 3.6, která implikuje Větu 3.5 pro sudé hodnoty ∆, byla dokázána
v [V]. Zajímavým otevřeným problémem v této oblasti zůsutává, zda lze dokázat
Větu 3.5 v uniformní verzi, tj. zda platí, že pro každé ε > 0, existuje přirozené
číslo g takové, že každý graf s maximálním stupněm ∆ a obvodu alespoň g má
zlomkovou totální barevnost nejvýše ∆ + 1 + ε.



Kapitola 4

Algoritmická teorie matroidů

V této kapitole nejprve stručně představíme matroidy. Poté zmíníme šířkové pa-
rametry pro grafy a jejich analogie pro matroidy a uvedeme tyto parametry do
souvislosti s existencí efektivních algoritmů. V závěru kapitoly pak představíme
výsledky, které jsou obsaženy v článcích [VII] a [VIII] a také některé další nově
dosažené výsledky autora v této oblasti.

4.1 Matroidy

Matroidy jsou kombinatorické struktury, které zobecňují a zahrnují řadu vlast-
nostní hran grafů a lineární nezávislosti vektorů. Podrobný úvod do teorie mat-
roidů lze nalézt v monografii [77], popř. více specializovanější úvod v [100]. Zde
se omezíme pouze na představení základních definic a pojmů, které budeme po-
třebovat ve zbytku kapitoly.
Uspořádanou dvojici M = (E, I), kde I ⊆ 2E , nazveme matroidem, pokud

množiny v I splňují:

• I obsahuje prázdnou množinu,

• pokud množina I leží v I, pak každá podmnožina I ′ ⊆ I je také obsažena
v I, a

• pro každé dvě množiny I, I ′ ∈ I s |I ′| < |I| platí, že existuje prvek x ∈ I \I ′

takový, že I ′ ∪ {x} ∈ I.

Prvky množiny E nazýváme prvky matroidu a množiny, které jsou obsažené v I se
nazývají nezávislé. Lze ukázat, že všechny v inkluzi maximální nezávislé množiny
matroidu mají stejnou velikost. Takové množiny jsou báze matroiduM . Kružnice
matroidu je množina prvků, která není nezávislá, ale každá její podmnožina je,
tj. kružnice jsou minimální (v inkluzi) závislé množiny matroidu.
Rank množiny F ⊆ E je velikost maximální nezávislé podmnožiny F ,

tj. maxF ′⊆F,F ′∈I |F
′|; rank množiny F označujeme rM(F ), popř. r(F ), pokud

17
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matroid M je zřejmý z kontextu. Rankem matroidu M je rM(E). Lze ukázat, že
pro funkci r : 2E → N∪{0} existuje matroid takový, že r je jeho ranková funkce,
právě tehdy, když r splňuje následující:

• r(F ) ≤ |F | pro každou množinu F ⊆ E, a

• r(F1 ∪F2)+ r(F1 ∩F2) ≤ r(F1)+ r(F2) pro každé dvě množiny F1, F2 ⊆ E.

Prvek x ∈ E matroidu se nazývá smyčka, pokud r({x}) = 0, a nazývá se mostem,
pokud r(E \ {x}) = r(E)− 1.
NechťM je matroid a F je podmnožina jeho prvků. MatroidM \F je matroid,

jehož prvky tvoří množinu E \F a podmnožina F ′ ⊆ E \F je nezávislá v M \F ,
pokud F ′ je nezávislá v M . Budeme říkat, že matroid M \ F byl získán z M
smazáním prvků v množině F . Restrikce matroidu M na podmnožinu F jeho
prvků je matroid, který získáme zM smazáním prvků, které nejsou v F . Matroid
M/F je matroid, jehož prvky tvoří množinu E \ F a podmnožina F ′ ⊆ E \ F
je nezávislá v M/F , pokud splňuje rM(F ∪ F ′) = rM(F ) + rM(F ′). Matroid
M/F je matroid získaný z matroidu M kontrakcí množiny F . Lze ukázat, že
rM/F (F ′) = rM(F ∪ F ′) − rM(F ) pro každou množinu F ′ ⊆ E \ F . Matroid M ′

je minorem matroidu M , pokud matroid M ′ lze získat postupným mazaním a
kontrahováním prvků matroidu M .

4.1.1 Příklady matroidů

Nejjednodušším příkladem matroidu je uniformní matroid Un,k; tento matroid
obsahuje n prvků a podmnožina jeho prvků je nezávislá právě tehdy, když má
velikost nejvýše k.
Matroidy lze též získat z grafů. PokudG je graf, pak matroidM(G) je matroid,

jehož prvky jsou hrany grafu G a množina F hran grafu G je nezávislá, pokud G
neobsahuje kružnici tvořenou hranami jen z množinami F . Rank matroiduM(G)
je tedy n − k, kde n je počet vrcholů grafu G a k je počet jeho komponent.
Neizomorfní grafy mohou být asociovány se stejným matroidem, např. pokud
G je libovolný strom na n vrcholech, pak matroid M(G) je izomorfní matroidu
Un−1,n−1. Pokud pro matroid M existuje graf G takový, že matroidy M a M(G)
jsou izomorfní, pak budeme říkat, že M je grafový matroid.
Dalším příkladem matroidů jsou vektorové matroidy. Nechť F je těleso a

W ⊆ F
d je množina d-dimenzionálních vektorů nad F. Definujme matroid M(W )

následujícím způsobem: Prvky matroiduM jsou vektory z množinyW a množina
W ′ ⊆ W je nezávislá, pokud vektory v množině W ′ jsou lineárně nezávislé. Lze
ukázat, že rank množiny W ′ ⊆ W je roven dimenzy lineárního obalu vektorů
z W ′. Pokud je matroid M izomorfní matroidu M(W ) pro množinu vektorů W
nad tělesem F, pak řekneme, že matroid M je reprezentovatelný nad tělesem F.
Bijekci mezi prvky M a vektory z M(W ) budeme nazývat reprezentací matroidu
M nad F.
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Matroidy, které jsou reprezentovatelné nad konečným tělesme řádu dva, jsou
binární matroidy. Matroid je binární právě tehdy, pokud neobsahuje matroid izo-
morfní matroiduM4,2 jako minor [99]. Matroidy, které jsou reprezentovatelné nad
libovolným tělesem, se nazývají regulární. Lze ukázat, že každý grafový matroid
je regulární.
Velkým otevřeným problémem v oblasti reprezentovatelnosti matroidů je Ro-

tova domněnka [82].

Domněnka 4.1 (Rotova domněnka) Pro každé konečné těleso F, existuje ko-
nečná množina matroidů M taková, že matroid M je reprezentovatelný nad F

právě tehdy, když M neobsahuje jako minor matroid M ′ izomorfní některému
z matroidů v množiněM.

Pro těleso F řádu dva, tato domněnka platí dle výše zmiňovaného Tutteho
výsledku [99]. Pro těleso řádu tři byla domněnka nezávisle potvrzena v člán-
cích [4,88] a nedávno byla tato domněnka též potvrzena pro konečné těleso řádu
čtyři [26].

4.1.2 Algoritmy pro matroidy

Prvním problémem, který je třeba vyřešit, při studiu algoritmů pro matroidy, je
zadání vstupního matroidu. Protože by při zadání matroidu výčtem jeho nezá-
vislých množin mohla být velikost vstupu exponenciální v počtu jeho prvků, je
třeba vstupní matroid zadat jiným způsobem.
Nejobecnější model je zadání matroidu pomocí černé skříňky (oracle). V ta-

kovém modelu je matroid zadán pomocí funkce, které pro zadanou množinu jeho
prvků vrátí, zda je či není nezávislá. Méně obecným způsobem zadání matroidu,
je jeho zadání reprezentací nad tělesem F , nad kterým je matroid reprezentova-
telný. Tímto způsobem však lze samozřejmě zadat jen matroidy reprezentovatelné
nad tělesem F .
Časovou složitost algoritmů pro matroidy obvykle měříme jako funkci počtu

prvků vstupního matroidu. Rozhodnout, zda je matroid zadaný černou skříňkou
reprezentovatelný nad nějakým tělesem, je obecně těžké. Například pro problém
rozhodování, zda je matroid binární, Seymour [90] ukázal, že neexistuje algorit-
mus subexponenciální v počtu prvků matroidu. Tato skutečnost je v protikladu ke
známé charakterizici binárního matroidů pomocí zakázaných minorů [99] nebo ke
skutečnosti, že nalezení binární reprezenace matroidu zadaného černého skříňkou
za předpokladu, že matroid je opravdu binární, je snadno polynomiálně řešitelný
problém.
Nejznámějším polynomíálním algoritmem pro matroidy je hladový algoritmus

na hledání nejlehčí báze: v tomto problému má každý prvek přiřazenu váhu a cí-
lem je nalézt bázi matroidu takovou, že součet vah jejích prvků je co nejmenší.
Problém průniku matroidů (matroid intersection problem) je jedním z velmi stu-
dovaných problémů v oblasti kombinatorické optimalizace. Polynomiální algorit-
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mus pro řešení tohoto problému nalezl uplatnění v mnoha oblastech optimalizace
(viz monografie [87]). V tomto problému jsou zadány dva matroidy M1 a M2 na
stejné množině prvků E a cílem je nalézt největší množinu F ⊆ E, která je ne-
závislá v obou matroidech M1 a M2. Tento problém lze polynomiálně vyřešit jak
v nevážené verzi (hledáme takovou F s největším počtem prvků) tak i ve vážené
verzi v modelu, kdy je matroid zadán černou skříňkou.

4.2 Šířkové parametry

Řada algoritmických problémů, které jsou obecně těžké pro grafy, je polynomiálně
řešitelná pro speciálná třídy grafů. Takové třídy grafů mohou být třída rovinných
grafů, třída grafů s omezenou velikostí dominující množiny apod. Jedním z nej-
rozšířenějších parametrů v této oblasti je stromová šířka, která měří, jak je daný
graf blízký stromu.
Stromovým rozkladem grafu G je strom T s funkcí ϕ : V (T ) → 2V (G), která

splňuje následující:

• pro každou hranu vv′ grafuG, existuje vrchol u ve stromě T s {v, v′} ⊆ ϕ(v),
a

• pro každé dva vrcholy u a u′ stromu T a každý vrchol u′′, který leží na cestě
z u do u′ ve stromě T platí, že ϕ(u′′) ⊆ ϕ(u) ∩ ϕ(u′).

Druhá podmínka říká, že pro každý vrchol v grafu G vrcholy u stromu T s v ∈
ϕ(u) indukují souvislý podstrom. Šířka stromového rozkladu je maxu∈V (T ) |ϕ(u)|−
1. Stromová šířka grafu je pak nejmenší šířka jeho stromového rozkladu. Lze
ukázat, že graf má stromovou šířku jedna právě tehdy, když je les.
Ačkoliv je NP-úplné rozhodnout, zda daný graf G má stromovou šířku nejvýše

k, pokud k je na vstupu, pro každé pevné k existuje lineární algoritmus [5], který
rozhodne, zda stromová šířka grafu na vstupu je nejvýše k a v kladném případě
nalezne optimální stromový rozklad.
Přestože stromovou šířku lze definovat i pro matroidy [47, 48], přirozenějším

rozkladovým parametrem pro matroidy je pojem větvící šířky. Šířka rozkladu
množiny prvků matroidu na dvě disjunktní množiny A a B je r(A) + r(B) −
r(A∪B)+1. Větvící rozklad matroidu je ternární strom T , jehož listy odpovídají
prvkům matroidu. Každá hrana e stromu T rozděluje strom na dva podstromy,
které přirozeným způsobem indukují rozklad prvků matroidu na dvě množiny Ae

a Be – prvky matroidu matroidu přiřazené listům těchto dvou podstromů. Šířka
hrany e rozkladu T je šířka rozkladu Ae a Be. Šířka rozkladu je pak maximální
šířka jeho hrany. Konečně, větvící šířka matroidu je nejmenší šířka jeho větvícího
rozkladu.
Větvící šířka matroidu M(G) odpovídajícího grafu G a stromová šířka grafu

G jsou úzce svázány [81]: větvící šířka M(G) je nejvýše stromová šířka grafu G
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a naopak stromová šířka grafu G je omezena lineární funkcí větvící šířky M(G).
Algoritmické výsledky pro matroidy s omezenou větvící šířkou tedy odpovídají
analogickým výsledkům pro grafy s omezenou stromovou šířkou.
Pro matroidy reprezentovatelné nad konečným tělesem navrhl Hliněný [43]

kubický algoritmus, který pro matroid M daný svou reprezentací nad pevným
konečným tělesem buď určí, že větvící šířka daného matroidu je větší než pevné
číslo k, nebo nalezne větvící rozklad matroiduM šířky nejvýše 3k. Později Hliněný
a Oum [46] navrhli kubický algoritmus, který rozhodne, zda má matroid větvící
šířku nejvýše k (číslo k je pevné) a v kladném případě zkonstruuje větvící rozklad
této šířky.
Oba výše uvedené algoritmy požadují, aby byl matroid zadaný svou reprezen-

tací nad pevným konečným tělesem; tedy vstupní matroid musí být reprezentova-
telný nad konečným tělesem. Algoritmus pro hledání větvícího rozkladu obecných
matroidů zadaných černou skříňkou byl navržen Oumem a Seymourem [78]. Ča-
sová složitost tohoto algoritmu je však odhadnuta polynomem stupně 3k+O(1),
kde k je šířka hledaného větvícího rozkladu, a tento algoritmus tedy není tzv. FPT
algoritmus. Existence takového algoritmu je otevřeným problémem.
Pro některé typy algoritmů je omezení stromové šířky vstupních grafů příliš

hrubé. Zavedeme nyní jemnější pojem lokálně omezené stromové šířky. Řekneme,
že třída grafů G má lokálně omezenou stromovou šířku, jestliže existuje funkce
f : N → N taková, že stromová šířka podgrafu grafu G indukovaná vrcholy
Nd(v) je nejvýše f(d) pro každý graf G ∈ G, každý vrchol v ∈ V (G) a každé
přirozené číslo d. Jako Nd(v) označujeme d-té okolí vrcholu v, tj. množinu vrcholů
v grafu G, které lze spojit s v cestou délky nejvýše d. Příkladem třídy grafů, která
nemá omezenou stromovou šířku, ale má lokálně omezenou stromovou šířku, jsou
např. rovinné grafy.
Definování pojmu analogického k lokálně omezené stromové šířce pro matroidy

je komplikované neexistencí pojmu vzdálenosti (cesty) v matroidu. V článku [25]
jsme navrhli následující definici, pro kterou se nám podařilo dokázat analogické
algoritmické výsledky k výsledkům o třídách grafů s lokálně omezenou stromovou
šířkou. Řekneme, že třída matroidůMmá lokálně omezenou větvící šířku, jestliže
existuje funkce f : N → N taková, že větvící šířka restrikce matroiduM na prvky
Nd(e) je nejvýše f(d) pro každý matroid M ∈ M, každý prvek e matroidu M
a každé přirozené číslo d. Množinu Nd(e) definujeme jako množinu těch prvků
matroiduM , které leží s prvkem e na kružnici velikosti nejvýše d. Platí, že pokud
třída grafů G má lokálně omezenou stromovou šířku, pak třída matroidů M =
{M(G), G ∈ G} má lokálně omezenou větvící šířku [25].
Posledním typem tříd grafů, které zde chceme zmínit, jsou třídy grafů s ome-

zenou expanzí. Tyto třídy grafů byly zavedeny a podrobně studovány v sérii prací
Nešetřila a Ossony de Mendeze [72–74]. Minorem grafu rozumíme graf, který lze
získat smazáním některých jeho vrcholů a hran a následnou kontrakcí některých
jeho souvislých podgrafů. Kontrakcí rozumíme nahrazení podgrafu jedním vr-
cholem, který spojíme hranou s těmi vrcholy, které sousedily v původním grafu



22 KAPITOLA 4. ALGORITMICKÁ TEORIE MATROIDŮ

alespoň s jedním vrcholem kontrahovaného podgrafu. Minor je ℓ-mělký, pokud
každý kontrahovaný podgraf má poloměr nejvýše ℓ, tzn. obsahuje vrchol v, který
je spojený cestou délky nejvýše ℓ s každým vrcholem podgrafu.
Pro třídu grafů G označíme jako G∇ℓ třídu grafů, které lze získat jako ℓ-mělký

minor některého z grafů ve třídě G. Řekneme, že třída grafů G má omezenou
expanzi, pokud existuje funkce f : N → N taková, že počet hran libovolného grafu
G ∈ G∇ℓ s n vrcholy je nejvýše f(ℓ)n pro každé přirozené číslo ℓ. Příklady různých
tříd grafů s omezenou expanzí lze nalézt v [75]. Konečně, třída grafů G má lokálně
omezenou expanzi, pokud pro každé číslo d třída grafů Gd = {G[Nd(v)], v ∈
V (G), G ∈ G} má omezenou expanzi. Třídy grafů s lokálně omezenou expanzí
zahrnují třídy grafů s omezenou stromovou šířkou, třídy grafů s lokálně omezenou
stromovou šířkou nebo třídy grafů s omezeným maximálním stupněm.

4.3 Algoritmické metavěty pro grafy

Algoritmické metavěty jsou výsledky z oblasti návrhu algoritmů takové, které
zaručují existenci efektivního algoritmu pro určité typu problémů pro určitou
třídu vstupů (grafů). Úvod do této oblasti lze nalézt v přehledovém článku [62].
Grafová vlastnost je vyjádřitelná v monadické logice druhého řádu, pokud

existuje sentence ϕ složená ze základních logických spojek, z kvantifikátorů přes
proměnné pro vrcholy a hrany vstupního grafu a jejich množiny a z relačních
symbolů ∈, = a ∼G, kde symbol ∼G reprezentuje binární relaci „být sousedéÿ na
množině vrcholů vstupního grafu G, taková, že G |= ϕ právě tehdy, když G má
uvažovanou vlastnost. Grafová vlastnost je vyjádřitelná v logice prvního řádu,
pokud existuje takováto formule neobsahující kvantifikátory přes proměnné pro
množiny vrcholů a hran.
Jedním z prvních a nejslavnějších výsledků, který lze označit za algoritmickou

metavětu, je Courcellova věta [8]. Poznamenejme, že prvním krokem algoritmu
v důkazu následující věty je aplikace již zmiňovaného Bodlaenderova lineárního
algoritmu [5] pro konstrukci optimálních stromových rozkladů.

Věta 4.1 (Courcellova věta [8]) Pro každou grafovou vlastnost vyjádřitelnou
v monadické logice druhého řádu a každou třídu grafů G s omezenou stromovou
šířkou, existuje lineární algoritmus, který rozhodne, zda vstupní graf ze třídy G
má tuto vlastnost.

Ačkoliv třídy grafů s omezenou stromovou šířkou jsou relativně obecné, ně-
které významné třídy grafů, např. rovinné grafy nemají omezenou stromovou
šířku. Na druhou stranu je například známo, že testování existence pevného grafu
jako podgrafu je řešitelné v lineárním čase [13,14] pro rovinné grafy a obecně grafy
vnořitelné na pevnou plochu. Na druhou stranu nelze očekávat, že by bylo možné
Větu 4.1 zobecnit na třídy grafů, které zahrnují rovinné grafy, neboť například
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problém 3-barevnosti rovinných grafů, který je vyjádřitelný v monadické logice
druhého řádu, je NP-úplný pro rovinné grafy [24].
Zobecnění Věty 4.1 pro rovinné grafy tedy nutně musí znamenat omezení

množiny uvažovaných grafových vlastností. Frick a Grohe [21] využili Gaifma-
novu větu [23] o lokálnosti sentencí prvního řádu a dokázali takové zobecnění,
když ukázali, že každou grafovou vlastnost vyjádřitelnou v logice prvního řádu
lze rozhodovat ve třídě rovinných grafů v lineárním čase. Ve své práci [21], též
ukázali, že grafové vlastnosti vyjádřitelné v logice prvního řádu lze ve třídách
grafů s lokálně omezenou stromovou šířkou testovat ve skoro lineárním čase. Al-
goritmus nazveme skoro lineární, pokud pro každé ε > 0 je jeho časová složiotst
omezena funkcí O(n1+ε). Tento výsledek zobecňuje Eppsteinův lineární algorit-
mus [15] pro testování existence pevného podgrafu v minorově uzavřených třídách
grafů s lokálně omezenou stromovou šířkou.
Tyto výsledky o rozhodování vlastností prvního řádu byly dále zobecněny

v [9] a v [73]. Nejobecnějším výsledkem je pak lineární algoritmus pro rozhodo-
vání vlastností prvního řádu pro třídy grafů s omezenou expanzí a skoro lineární
algoritmus pro třídy grafů s lokálně omezenou expanzí [12]. Analogické výsledky
byly též oznámeny v [10], ale prvotní verze důkazu v [10] nebyla úplná.

4.4 Algoritmické metavěty pro matroidy

Nyní se zaměříme na to, jak lze právě představené výsledky pro grafy zobec-
nit na matroidy. Matroidy v plné obecnosti jsou z algoritmického hlediska po-
měrně složité, viz např. již zmiňovaný Seymourův výsledek [90] o neexistenci
subexponenciálního algoritmu pro testování, zda je matroid zadaný černou skříň-
kou binární. Strukturální výsledky o matroidech, zejména [27–31], naznačují, že
struktura matroidů reprezentovatelných nad konečnými tělesy je blízká grafům,
a proto se nabízí při studiu algoritmů pro matroidy omezit na takové matroidy.
V sentencích popisujících matroidové vlastnosti se místo symbolu ∼G, který

popisuje vstupní graf, vyskytuje symbol IM(X), který reprezentuje predikát ur-
čující, zda množina X prvků matroidu je nezávislá ve vstupním matroidu M .
Hliněný [42,44] dokázal následující analogii Courcellovy věty (Věta 4.1) pro ma-
troidy.

Věta 4.2 Pro každou matroidovou vlastnost vyjádřitelnou v monadické logice
druhého řádu a každou třídu matroidůM s omezenou větvící šířkou, které jsou re-
prezentovatelné nad pevným konečným tělesem, existuje kubický algoritmus, který
rozhodne, zda vstupní matroid ze třídyM zadaný svou reprezentací má tuto vlast-
nost.

Již zmiňované výsledky o algoritmech pro nalezení větvícího rozkladu tako-
výchto matroidů z [43,46] implikují, že algoritmus z Věty 4.2 může jako svůj první
krok spočítat větvící rozklad omezené šířky pro vstupní matroid v kubickém čase.
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Zaměřme se nyní na algoritmy pro rozhodování reprezentovatelnosti matro-
idů. Jak jsme již zmínili, nelze v subexponenciálním čase rozhodnout, zda matroid
zadaný černou skříňkou je binární [90]. Na druhou stranu, pokud je matroid za-
daný svou reprezentací nad racionálními čísly, existuje polynomiální algoritmus,
který rozhodne, zda je binární [89]. Tento výsledek se však nezobecňuje pro repre-
zentovatelnost matroidů na konečnými tělesy vyššího řadu: Hliněný [45] ukázal,
že je NP-úplné rozhodnout, zda matroid reprezentovaný nad reálnými čísly vět-
vící šířky nejvýše tři je reprezentovatelný nad konečným tělesem pevného řádu
q, q ≥ 4.
Nabízí se tedy otázka, zda lze rozhodovat reprezentovatelnost nad konečnými

tělesy matroidů, které už jsou reprezentovány nad jiným konečným tělesem a mají
omezenou větvící šířku. Pro ty případy, pro které platí Rotova domněnka (Do-
mněnka 4.1), Věta 4.2 implikuje existenci kubického algoritmu, který rozhodne,
zda matroid omezené stromové šířky zadaný reprezentací nad konečným tělesem
je reprezentovatelný nad konečným tělesem, pro které je známo, že Rotova do-
mněnka platí. Tedy takový algoritmus existuje pro rozhodování reprezentovatel-
nosti nad konečnými tělesy řádu dva, tři a čtyři. Pro tělesa ostatních řádů by bylo
možné takový algoritmus získat použitím výsledku o dobrém uspořádání matro-
idů omezené stromové šířky reprezentovatelných nad konečným tělesem pomocí
minorové relace [31].
Článek [VII], který je obsažen v souboru článků tvořících tuto práci, obsahuje

explicitní algoritmus, který reprezentovatelnost takových matroidů rozhodne pro
konečná tělesa všech řádů a navíc v kladném případě nalezne i reprezentaci. Nale-
zení reprezentace nad jiným tělesem je důležité z algoritmického hlediska, neboť,
jak jsme již viděli, řada algoritmů pro matroidy předpokládá zadání matroidu
jeho reprezentací. Zformulujme nyní hlavní výsledek tohoto článku:

Věta 4.3 Pro každé mocniny prvočísel q a q′ a každé přirozené číslo k, existuje
polynomiální algoritmus, jehož stupeň polynomu nezávisí na q, q′ ani k, který roz-
hodne, zda vstupní matroid větvící šířky k zadaný svou reprezentací nad konečným
tělesem řádu q je reprezentovatelný nad konečným tělesem řádu q′ a v kladném
případě najde takovou jeho reprezentaci a určí celkový počet jeho neizomorfních
reprezentací nad tělesem řádu q′.

Postupy použité v článku [VII] vedly k zavedení pojmu rozkladové šířky pro
matroidy v článku [VIII], který je také obsažen v souboru článků tvořících tuto
práci. Výsledky článku [VIII] umožnily zobecnění Věty 4.2 pro matroidy ne nutně
reprezentovatelné nad konečným tělesem.
Zaveďme si nyní pojem rozkladové šířky formálně. K-rozklad matroidu M

s množinou prvků E, K ≥ 1, je zakořeněný binární strom T , jehož listy vzájemně
jednoznačně odpovídají prvkům matroidu M , společně s funkcemi ϕv a ϕr

v, kde
ϕv : {0, . . . , K}2 → {0, . . . , K} a ϕr

v : {0, . . . , K}2 → N ∪ {0}, které jsou defino-
vanými pro každý vnitřní vrchol v stromu T (kořen stromu T považujeme také
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za vnitřní vrchol). Některé listy stromu T jsou navíc označeny jako „speciálníÿ.
Funkce ϕv a ϕr

v navíc splňují:

• ϕv(0, 0) = 0 pro každý vnitřní vrchol v stromu T ,

• ϕv je identicky rovné nule pro kořen stromu T a

• ϕr
v(0, x) = ϕr

v(x, 0) = 0 pro každý vnitřní vrchol v stromu T a každé x ∈
{0, . . . , K}.

Pro K-rozklad T definujeme funkci rT : 2E → N∪{0} následujícím způsobem.
Nechť F je podmnožina E. Každý vrchol v stromu T má na základě množiny F
přiřazenu barvu:

• pokud v je list odpovídající prvku e ∈ E, pak v má barvu 1, pokud e ∈ F
a v není speciální,

• pokud v je list odpovídající prvku e ∈ E takovému, že e 6∈ F , pak v má
barvu 0,

• pokud v je speciální list, pak v má barvu 0 a

• pokud v je vnitřní vrchol stromu T s potomky barev b a b′, pak barva v je
ϕv(b, b′).

Dále každý vrchol v stromu T má přiřazeno jedno celé nezáporné číslo a to ná-
sledujícím způsobem:

• každý list má přiřazeno takové číslo jako je jeho barva a

• pokud v je vnitřní vrchol stromu T s potomky barev b a b′, které mají
přiřazeny čísla c a c′, pak vrchol v má přiřazeno číslo c+ c′ − ϕr

v(b, b
′).

Hodnota rT (F ) je pak definována jako číslo přiřazené kořenu stromu T . Povšim-
něte si, že pokud F je prázdná množina, pak všechny vrcholu stromu T mají
barvu 0 a mají přiřazeno číslo 0.
Řekneme, že K-rozklad reprezentuje matroid M , pokud platí rM = rT .

Nejmenší číslo K, pro které existuje K-rozklad reprezentující matroid M , se na-
zývá rozkladová šířka matroidu M . Lze ukázat, že rozkladová šířka matroidu
s n prvky je nejvýše 2n, tedy tento pojem je dobře definovaný. Existuje line-
ární algoritmus [VIII], který pro pevné číslo K rozhodne, zda zadaný K-rozklad
reprezentuje nějaký matroid.
Následující věta z [VIII] ukazuje, že pojem rozkladové šířky zobecňuje větvící

rozklady malé šířky matroidů reprezentovaných nad konečnými tělesy.
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Věta 4.4 Pro každou mocninu prvočísla q a každé přirozené číslo k, existuje
přirozené číslo K takové, že každý matroid reprezentovatelný nad konečným tě-
lesem řádu q, jehož větvící šířka je nejvýše k, má rozkladovou šířku nejvýše K.
Navíc existuje polynomiální algoritmus, jehož stupeň polynomu nezávisí na q ani
k, který pro matroid větvící šířky nejvýše k zadaný svou reprezentací nad tělesem
řádu q nalezne K-rozklad, který jej reprezentuje.

Věta 4.4 společně s následující větou z [VIII] implikuje Větu 4.2, kterou jsme
již dříve vyslovili.

Věta 4.5 Pro každou matroidovou vlastnost vyjádřitelnou v monadické logice
druhého řádu a každou třídu matroidůM s rozkladovou šířkou nejvýše K, existuje
lineární algoritmus, který rozhodne, zda vstupní matroid ze třídyM zadaný svým
K-rozkladem má tuto vlastnost.

Jiné zobecnění Věty 4.2 lze nalézt v článku [94], kde jsou představeny de-
kompozici vzniklé lepením reprezentovatelným a omezeně velkých matroidů přes
separace šířky nejvýše 2. Společné zobecnění Věty 4.5 a výsledků z [94] pak bylo
nedávno dosaženo studentem Tomášem Toufarem pod vedením autora této práce.
Tyto výsledky v současné době připravujeme k publikaci.
V článku [VIII] lze také nalézt následující zobecnění výsledků pro výpočet a

evaluaci Tutteho polynomu [44,76].

Věta 4.6 Pro každou třídu matroidůM s rozkladovou šířkou nejvýše K, existuje
lineární algoritmus pro výpočet hodnoty Tutteho polynomu v zadaném bodě pro
vstupní matroid ze třídy M zadaný svým K-rozkladem. Dále existuje polynomi-
ální algoritmus, jehož stupeň nezávisí naM ani K, který spočítá hodnoty všech
koeficientů Tutteho polynomu pro takový matroid.

Na závěr této kapitoly zmiňme nový výsledek o testování vlastností prv-
ního řádu v matroidech, které jsou analogické k již zmiňovaným výsledkům
z článku [21]. V [25] jsme dokázali následující větu:

Věta 4.7 Pro každou matroidovou vlastnost vyjádřitelnou v logice prvního řádu a
každou třídu regulárních matroidůM s lokálně omezenou větvící šířkou, existuje
polynomiální algoritmus, jehož stupeň polynomu nezávisí na uvažované vlastnosti
ani na tříděM, který rozhodne, zda vstupní matroid ze třídyM má uvažovanou
vlasnost.
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